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1 Cas d’un seul taux boursier

Soit C' I'ensemble des candidats partitionné en deux sous-ensemble B les candi-
dats boursiers et NB les candidats non-boursiers.

L’algorithme du calcul de ’ordre d’appel avec un seul taux prend en entrée un
taux minimum de candidats boursiers ¢gg € [0, 1] et un classement pédagogique
rang : C'— 1...|C| des candidats. On suppose que les rangs dans le classement
pédagogique sont des entiers consécutifs a partir de 1 sans ex-aequo, c’est-a-dire
que rang(C) = {1...|C[}. Ce classement induit une permutation (c;)ic1...c|,
c’est 'unique permutation telle que Vi € 1...|C|,rang(c;) = i.

1.1 Spécification

L’algorithme calcule une autre permutation (dy)re1...|c| des candidats, appelée
I’'ordre d’appel, qui garantit les propriétés suivantes.

(P1) Pour tout k, Pensemble de candidats dy,...,d; contient au moins gp * k
candidats boursiers ; ou sinon, aucun candidat parmi di1...d|c| n’est
boursier.

(P2) Un candidat boursier qui a le rang r dans le classement pédagogique n’est
jamais doublé par personne et aura donc un rang inférieur ou égal a r
dans ’ordre d’appel.

(P3) Un candidat non boursier qui a le rang r dans le classement pédagogique
ne double jamais personne et aura un rang compris entre r et I’arrondi a
Pentier supérieur de r(1 + ¢gp/(1 — ¢p)) dans lordre d’appel.

(P4) Comparé au classement pédagogique, 1'ordre d’appel minimise le nom-
bre d’inversions (distance de Kendall-tau), parmi ceux qui garantissent la
premiere propriété.

(P5) Silon munit ’ensemble des sélections ordonnées de candidats de 1'ordre
lexicographique induit par les classements, alors ’ordre d’appel est le max-
imum parmi toutes les sélections qui garantissent la premiere propriété.



1.2 Implémentation

L’algorithme commence par extraire de (Ci)iel...|C| les permutations correspon-
dantes (b;)ie1... 3| des boursiers et (nb;);c1... x| des non-boursiers. Elles sont
caractérisées par

e (bi)ic1..B| est une permutation de B,
e V1<i<j < |Blrang(b;) < rang(by).
o (nbi)ic1..|nB| est une permutation de NB,
e V1 << j <|NB| rang(nb;) < rang(nb;).

Le calcul est effectué en n + 1 étapes 0,1,...,n. Au début de I'étape k, la
permutation dj . ..dj est déja calculée, ainsi que deux indices ri(B) € 0...|B|
et r5(NB) € 0...|NB|. Initialement k¥ = 0 et rq(B) = 0 et ro(NB) = 0. Le
calcul se termine au début de I'étape k = n.

Les deux indices r(B) et 7,(NB) sont des pointeurs dans les permutations
(bi)ie1... || €t (nb;);ie1... NB| qui sont mis-a-jour de maniere & garantir les invari-
ants

BN {dl,...,dk} = {b17~-~7brk(B)}
NBﬂ{dl,...,dk} = {nbl,...,nbrk(NB)} .

Le choix de dj41 est fait a 'étape k comme suit.

On dit que le taux effectif de boursier est contraignant apres dj ...dy, si
ajouter un non-boursier a la permutation ferait passer le taux de boursiers en
dessous du minimum fixé alors qu’il reste un boursier a sélectionner c’est-a-dire
si

(re(B) < BI) et (ru(B) < az * (k +1)) .

Le choix de dj41 est fait parmi un ou deux candidats éligibles. L’ensemble
des candidats éligibles est calculé comme suit. Si il reste un boursier non-
sélectionné, i.e. si 74(B) < |B|, alors le candidat b,, (p)41 est éligible. De plus,
si le taux n’est pas contraignant apres dj ...dp et qu’il reste un non-boursier
non-sélectionné, i.e. si 7, (NB) < |NB], alors le candidat nb,, (vgy+1 est éligible.

On choisit pour di41 le candidat le mieux classé pédagogiquement parmi les
candidats éligibles.

e Sic’est le boursier di 1 = by, (By41 alors 141 (B) = rp(B)+1et rx 11 (NB) =
Tk (NB).

e Si c’est le non-boursier diy1 = nb,, (xpy41 alors 1 1(B) = ri(B) et
’I‘k+1(NB) = Tk(NB) + 1.



1.3 Preuve des invariants

Pour démontrer les propriétés (P1)-(P5), il suffit de montrer que 1’algorithme
maintient les invariants suivants.
Pour tout k € 0...|C| on note

glk)=| BN {dy,...,dp}| .
Donc le taux est contraignant apres di, ..., dy si
(9(k) < |B|) et (ri(B) < gp* (k+1)) .
L’algorithme satisfait les invariants suivants.

(10) V1 <i <k, g(i) = rs(B).

(I0°) V1 < i <k, si le taux n’est pas contraignant apres dy,...,d;—1 alors d;
est le candidat le mieux classé parmi C'\ {dy...d;—1}. Si le taux est
contraignant apres di,...,d;_1 alors d; est le candidat le mieux classé

parmi B\ {by...by;—1)}
I1) dy...dy est une permutation de {b;...b,, ()} U {nb1...nb, (g},
12) V1 < i <k, sid; et d sont de méme type alors rang(d;) < rang(dy).
I3) V1 <@ <k, si dy est boursier alors rang(d;) < rang(dy) < k.

I4) V1 < i < k, si di est non-boursier et rang(d;) > rang(dy) alors d; est

boursier et le taux est contraignant apres dq,...,d;_1.

(I1)
(12)
(I13)
(14)

(I5) V1 < ¢ < k, si d; est non-boursier et z; =| {j € 1...7¢ | rang(d;) >
rang(d;)} | alors z; < gp * i+ 1.

(I6) V1 < i < k, si le taux est contraignant apres di,...,d; alors i < |C] et
di+1 € B.

(I7) V1 <i<k,sig(i) <qpxialors g(i) = |B|.

1.4 Preuve des propriétés a partir des invariants

Propriété (P1). Soit k € 1...|C| tel que g(k) < ¢qp * k. Alors g(k) = |B]
d’apres (I7) . Donc d’apres (I1),

Vk<i:<|C|,B={dy...d;}NB .
donc par comptage, et puisque (dk)kel...m est une permutation,

Vk<i<|Cl,d;¢B .

Propriété (P2). Immédiate par (I3).



Propriété (P3). D’apres (I5) zj < gpxk+1. D’apres (12) et (I3), 1...rang(dy) C
rang({d; ...dy}). Donc k = rang(dj) +xx. Finalement k < rang(dy, )+qB xk+1
donc rang(dk) k < 1+rang(dy)/(1 —qg), i.e. (P3).

Propriété (P5). Soit (d})ie1...|c| une autre permutation de C différente de
(dr)re1...|c et qui respecte la propriété (P1). Soit k le plus petit indice ol les
deux permutations different. On veut montrer que rang(dy) < rang(dy,).

Il y a deux cas, selon que le taux est contraignant ou non apres dy,...,dg_1.

Si le taux n’est pas contraignant apres di,...,dg_1, alors d’apres (10°), dj
est le candidat le mieux classé parmi C'\{d; ...dk_1} et puisque {d; ... dp_1} =
{di...dj,_,} alors dj, € C\{d;...dr_1} donc en particulier dj est mieux classé
que dj, i.e. rang(dy) < rang(d},).

Si le taux est contraignant apres d1, ..., dp—1 alors d’aprés (10°), dj, est le
candidat le mieux classé parmi B\{b ...byx—1)}. De plus dj, est nécessairement
boursier car le taux est contraignant et (d ) kel |c‘ respecte (P1) donc puisque
{di...dp_1} ={d}...dj_,} alors dj, € B\ {b1...bg—1)} et en particulier dj,
est mieux classé que dj, i.e. rang(dk) < rang(dj, )

Propriété (P4). Soit (dj)ke1...|c| qui minimise le nombre d’inversions
I'=[{ie1...|C|,j €1...|C], (i <jnrang(d;) > rang(d}))V(i > jArang(d;) < rang(d}))} |

parmi toutes les permutations qui respectent (P1).

On veut montrer que (di)ker...|c| = (d})kei1...|c|- A contrario, supposons
que ce soit faux, et soit k le plus petit indice ou les deux permutations different
et d=djy et d =dj.

Puisque échanger deux boursiers ou deux non-boursiers préserve (P1) alors
(d)ker...|c) vérifie la propriété (I12) avec k = |C].

Puisque échanger un boursier et un non-boursier en faisant remonter le bour-
sier préserve (P1) alors (d)re1...|c| Vérifie la propriété (I3) avec k = [C].

Il y a trois cas.

e Supposons d et d’ de méme type. D’apres (12), d est le mieux classé des
candidats de sa catégorie dans |C|\ {d1,...,dx—1}. Et d' est le mieux
classé des candidats de sa catégorie dans |C|\ {d},...,d}_;}. On conclut

puisque {d1,...,dx—1} ={d},...,d}_1}

e Supposons d est boursier. Remarquons que ni d ni d’ n’apparaissent dans
di,...,dx—1 = dy,...,d;,_,. Dapres (P5) rang(d) < rang(d'), donc on
pourrait diminuer le nombre d’inversions dans (dj,)re1...|c| en échangeant
d et d’ . Cela ferait remonter le boursier d et descendre le non-boursier d’
donc n’affecterait pas (P1). Contradiction avec la minimalité de (dj,)re1...|c|

e Reste le cas ol d n’est pas boursier mais d’ I'est. Alors le taux de bour-
sier n’est pas contraignant apres dj...dy_1. Soit ¢ le rang de d dans
(d})ker..|c)- Puisque dy, ..., dp—y =di,...,d;_, et d =dy et d # d" alors



i > k. Puisque (d},)re1...|c| vérifie la propriété (12) alors il n’y a que des
boursiers dans la suite d},...,d,_;. Que se passe t’il si on échange d et
d" dans (d})re1...|c)? Déja, cela diminue le nombre d’inversions: puisque
(dr)rer...|c) vérifie (I3) alors tous les boursiers dans dy, . . ., d;_; sont moins
bien classés que d. De plus la nouvelle permutation respected (P1) car
(dr)rer..|c) et (d})ker...|c| respectent toutes deux (P1) (détails omis...).



