
janvier 2002 � Journées Fran
ophones des Langages Appli
atifs� JFLA02La supériorité de l'ordre supérieurJ.-C. Filliâtre11: Laboratoire de Re
her
he en Informatique,Université Paris Sud,91405 Orsay CEDEX, Fran
efilliatr�lri.frRésuméNous présentons i
i une é
riture fon
tionnelle de l'algorithme de Koda-Ruskey, un algorithmepour engendrer une large famille de 
odes de Gray. En s'inspirant de te
hniques de programmationpar 
ontinuation, nous aboutissons à un 
ode de neuf lignes seulement, plus élégant que lesimplantations purement impératives proposées jusqu'i
i, notamment par Knuth. Dans un se
ondtemps, nous montrons 
omment notre 
ode peut être légèrement modi�é pour aboutir à uneversion de 
omplexité optimale. Notre implantation en Obje
tive Caml rivalise d'e�
a
ité ave
les meilleurs 
odes C. Nous détaillons les 
al
uls de 
omplexité, un exer
i
e intéressant en présen
ed'ordre supérieur et d'e�ets de bord 
ombinés.1. Introdu
tionLe lieu 
ommun qui veut que les langages de programmation fon
tionnels soient moins e�
a
esque leurs homologues impératifs a la vie dure. Même s'il n'a plus lieu d'être, il faut en
ore souvent
onvain
re � par la pratique �. Dans 
et arti
le, nous montrons 
omment un algorithme 
omplexe,jusqu'à présent uniquement présenté de manière impérative, peut être judi
ieusement é
rit dans unlangage où les fon
tions sont des valeurs de première 
lasse. Au delà de sa 
on
ision, le 
ode obtenus'avère également très e�
a
e et beau
oup plus fa
ile à 
erti�er.L'algorithme en question est dû à Y. Koda et F. Ruskey [7℄. Le but de 
et algorithme est d'énumérerles idéaux de 
ertains ensembles �nis partiellement ordonnés � 
eux dont les diagrammes de Hassesont des forêts � sous la forme de 
odes de Gray. Un 
ode de Gray désigne de manière généraleune énumération de mots où deux mots 
onsé
utifs ne di�èrent que d'un seul 
ara
tère. Un 
asparti
ulier 
lassique est 
elui de l'énumération de tous les entiers binaires de 00 � � � 0 à 11 � � �1 sousla forme d'un 
ode de Gray, un problème largement abordé dans la littérature informatique. Les
odes de Gray trouvent des appli
ations dans des domaines aussi variés que les mathématiques,l'éle
tronique, l'optique, l'ordonnan
ement, la �abilité des réseaux, et
. Une se
tion entière leur estd'ailleurs 
onsa
rée dans le quatrième volume à paraître de l'÷uvre de Knuth The Art of ComputerProgramming. Une version préliminaire de 
ette se
tion est a
tuellement disponible sur le site Internetde Knuth [5℄, et sa réda
tion a amené son auteur à s'intéresser à l'algorithme de Koda-Ruskey, dontil propose deux implantations sur 
e même site [4℄. Ce sont 
es pré-publi
ations qui nous ont motivés.L'algorithme de Koda-Ruskey peut être exposé simplement. On suppose donnée une forêtquel
onque et l'on en 
her
he tous les 
oloriages possibles sous la forme d'un 
ode de Gray. Un 
oloriage
onsiste à marquer les n÷uds de noir ou de blan
, ave
 l'unique 
ontrainte que les des
endants d'unn÷ud blan
 doivent né
essairement être blan
s également. Ainsi, si l'on 
onsidère la forêt suivante(1)1
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Fig. 1: L'algorithme de Koda-Ruskey appliqué à la forêt (1) .elle possède exa
tement 15 
oloriages di�érents, qui sont donnés �gure 1. Les 
oloriages forment un
ode de Gray si, par dé�nition, ils apparaissent tous une fois et une seule, 
ha
un di�érant du pré
édentpar la 
ouleur d'exa
tement un n÷ud.Illustrons le prin
ipe de l'algorithme de Koda-Ruskey sur la forêt (1). L'idée prin
ipale estd'entremêler les 
oloriages des di�érents arbres se trouvant 
�te à 
�te dans une forêt. Il s'agit don
i
i d'entremêler les trois 
oloriages du premier arbre (à deux n÷uds), à savoir (2)ave
 les 
inq 
oloriages du se
ond arbre (à trois n÷uds), à savoir (3)Ainsi, sur la première ligne de la �gure 1 on a le premier 
oloriage du premier arbre et tous les 
oloriagesdu se
ond ; sur la deuxième ligne, on a le deuxième 
oloriage du premier arbre et de nouveau tous les
oloriages du se
ond, mais 
ette fois-
i dans l'ordre inverse � il est 
lair que l'image miroir d'un 
odede Gray reste un 
ode de Gray ; en�n, on a sur la dernière ligne le dernier 
oloriage du premier arbreet une dernière fois tous les 
oloriages du se
ond, de nouveau dans l'ordre initial.Reste à expliquer 
omment sont obtenus les 
oloriages d'un arbre : le premier est formé d'un arbreentièrement blan
 ; les suivants sont obtenus en 
oloriant la ra
ine en noir et en énumérant dessoustous les 
oloriages de la forêt formée par les arbres-�ls. Le résultat est bien un 
ode de Gray, 
ar seulela 
ouleur de la ra
ine 
hange entre les deux premiers arbres, puis la 
ouleur de la ra
ine n'est plusmodi�ée et les 
oloriages des �ls forment un 
ode de Gray par 
onstru
tion. Cette 
onstru
tion estillustrée 
i-dessus en (2) et (3). On notera en parti
ulier que le dernier 
oloriage d'un arbre n'est pasné
essairement 
elui où tous les n÷uds sont noirs.L'arti
le original de Koda et Ruskey [7℄ dé
rit deux implantations de 
et algorithme, sous formede pseudo-
ode impératif. La première a pour 
omplexité O(nN), où n est le nombre de n÷uds de laforêt et N le nombre de ses 
oloriages, 
'est-à-dire la longueur du 
ode de Gray à produire. La se
ondeimplantation est un ra�nement de la première pour obtenir une 
omplexité O(N), don
 optimale.Un 
ode Pas
al est donné en annexe de l'arti
le. Ré
emment, deux implantations de l'algorithmede Koda-Ruskey ont été données par Knuth [4℄, en CWEB 1. Nous ne dé
rivons pas i
i 
es diversesimplantations, 
ar seul le prin
ipe même de l'algorithme est important, mais il est utile de savoir qu'ils'agit de 
odes relativement longs (entre 50 et 80 lignes) faisant un usage intensif de bran
hements1. CWEB est un outil de programmation littéraire produisant d'une part du 
ode C et d'autre part un do
umentTEX. 2
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onditionnels (goto) ou de manipulation de pointeurs. À titre d'illustration, nous donnons en annexele 
ode C de la se
onde implantation de Knuth.Cet arti
le dé
rit deux implantations de l'algorithme de Koda-Ruskey. Le langage deprogrammation utilisé, dans la syntaxe duquel sont é
rits les fragments de 
ode de 
et arti
le, estObje
tive Caml [2℄, mais 
e pourrait être tout autre langage supportant les fon
tions 
omme valeursde première 
lasse (tout autre diale
te de ML, Lisp, S
heme, et
.) La se
tion 2 dé
rit une premièreversion de notre programme. La se
tion 3 montre 
omment 
elui-
i peut être légèrement modi�é pouraboutir à une version de 
omplexité optimale O(N). En�n, la se
tion 4 
ompare les performan
es denos programmes ave
 
eux proposés par Knuth.2. Un 
ode par 
ontinuationsNotre programme est disponible à l'adresse http://www.lri.fr/~filliatr/software.fr.html.D'un point de vue opérationnel, il est identique à 
elui de Knuth [4℄ : la forêt est donnée en entrée sur laligne de 
ommande et le 
ode de Gray est a�
hé sous la forme de mots binaires, une fois dans un senspuis une autre fois dans le sens inverse. La forêt est donnée sous la forme de n paires de parenthèses
orre
tement asso
iées. Il y a en e�et une bije
tion simple entre de telles paires de parenthèses et lesforêts : une paire de parenthèses a pour des
endants les paires de parenthèses qu'elle 
ontient. Ainsila forêt (1) est-elle représentée par les 5 paires de parenthèses suivantes :(())(()())Au démarrage, notre programme analyse 
ette 
haîne de parenthèses pour 
onstruire la forêt
orrespondante, sous la forme d'une valeur du type Caml forest suivant :type tree = Node of int � forestand forest = tree listoù � list est le type Caml prédé�ni des listes d'éléments de type �. La liste 
ontenant x1, x2, . . . ,xndans 
et ordre se note [x1; x2; ...; xn℄ ; en parti
ulier, la liste vide se note [℄. L'adjon
tion d'unélément x au début d'une liste l se note x :: l.Les n n÷uds de la forêt sont annotés par les entiers 0; 1; : : : ; n� 1, selon un par
ours post�xe. Lesn÷uds de la forêt (1) sont ainsi numérotés de la manière suivante :10 42 3A�n d'obtenir en sortie le même 
ode de Gray que les implantations de Knuth, les listes 
odant lesforêts se présentent dans l'ordre inverse de 
elui donné par le par
ours post�xe. La forêt 
i-dessus estdon
 représentée de manière interne par la valeur Caml suivante :[ Node (4, [Node (3, [℄); Node (2, [℄)℄);Node (1, [Node (0, [℄)℄) ℄Le programme ne sto
ke pas l'ensemble du 
ode de Gray mais uniquement le 
oloriage 
ourant dela forêt, dans un tableau bits de n entiers valant 0 (pour le blan
) ou 1 (pour le noir).Nous en arrivons au 
odage de l'algorithme proprement dit, dont le prin
ipe a été exposé dans lase
tion pré
édente. Les arbres et les forêts étant deux notions mutuellement ré
ursives, nous avonsnaturellement deux fon
tions mutuellement ré
ursives loop_t et loop_f énumérant respe
tivement les3
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 loop_f k = fun
tion| [℄ ! k ()| t :: f ! loop_f (fun () ! loop_t k t) fand loop_t k (Node (i,f)) =if bits.(i) = 0 then begink (); bits.(i)  1; loop_f k fend else beginloop_f k f; bits.(i)  0; k ()end Fig. 2: Un premier 
odage de Koda-Ruskey (C1).
oloriages d'un arbre et d'une forêt. L'idée prin
ipale de notre programme est de donner un argumentsupplémentaire à 
es deux fon
tions, sous la forme d'une fon
tion k de type unit ! unit, qui seraappelée pour 
haque 
oloriage de l'arbre (resp. de la forêt). Cette fon
tion k peut être vue 
omme une
ontinuation, et 
'est ainsi que nous l'appellerons par la suite. L'intuition derrière la 
ontinuation k estqu'elle énumère les 
oloriages d'une 
ertaine forêt f0 ; dès lors, (loop_f k f) énumère les 
oloriagesde la forêt f0� f et (loop_t k t) 
eux de la forêt f0� [t℄, où � dénote la 
on
aténation des forêts.Le 
ode est donné �gure 2, et nous l'appelons C1 par la suite. Nous allons maintenant le détailler en
ommençant par la fon
tion loop_f. Si la forêt est vide, alors on se 
ontente d'appeler la 
ontinuation.Si en revan
he la forêt 
ontient au moins un arbre t au bord d'une forêt f alors on énumère les 
oloriagesde f, en appelant ré
ursivement loop_f sur f, mais ave
 
ette fois-
i une 
ontinuation énumérant les
oloriages de l'arbre t ave
 la 
ontinuation k. Ainsi, sur la forêt (1) 
ontenant deux arbres t1 et t2,loop_f sera appelée initialement sur la liste [t2; t1℄ ave
 une 
ontinuation initiale k0, 
e qui aura poure�et de rappeler loop_f sur la liste [t1℄ ave
 une 
ontinuation e�e
tuant maintenant l'énumérationde l'arbre t2 ave
 la 
ontinuation k0. Ensuite, loop_f sera appelée une troisième fois sur la liste vide,ave
 une 
ontinuation e�e
tuant maintenant l'énumération de l'arbre t1, 
ette énumération ayant elle-même une 
ontinuation énumérant t2. Arrivée sur la liste vide, loop_f exé
ute sa 
ontinuation, 
e quiva e�e
tivement lan
er l'énumération de t1, ave
 entre 
haque étape une énumération de t2 ; 
'est le
omportement es
ompté.Remarquons i
i que nous aurions pu é
rire la se
onde ligne de loop_f sous la forme| t :: f ! loop_t (fun () ! loop_f k f) tsigni�ant à l'inverse un par
ours de l'arbre t ave
 une 
ontinuation énumérant les 
oloriages de la forêtf. Le résultat eut été di�érent mais 
orre
t. En
ore une fois, 
'est pour obtenir la même sortie queles implantations de Knuth que nous préférons la première é
riture � qui possède d'ailleurs l'intérêtsupplémentaire d'être ré
ursive terminale.La tâ
he de loop_t est légèrement plus 
ompliquée, 
ar elle doit énumérer les 
oloriages une foisdans un sens et une fois dans l'autre. Pour déterminer le sens de 
ette énumération, loop_t teste la
ouleur de la ra
ine de l'arbre passé en argument, 
'est-à-dire bits.(i). Si 
ette 
ouleur est blan
he,alors on sait que tout l'arbre est blan
. Dès lors, on appelle la 
ontinuation, puis on 
olorie en noir lara
ine, et en�n on énumère les 
oloriages des �ls à l'aide de loop_f. Inversement, si la ra
ine est noire,alors on 
ommen
e par appeler loop_f sur les �ls (
e qui a pour e�et d'en énumérer les 
oloriagesjusqu'à 
elui ne 
ontenant que des n÷uds blan
s), puis on 
olorie en blan
 la ra
ine, et en�n on appellela 
ontinuation.Ainsi sur l'exemple (1) nous avons vu que loop_t est appelée sur l'arbre t1 (à 2 n÷uds) ave
une 
ontinuation k énumérant les 
oloriages du se
ond arbre t2 (à 3 n÷uds). La ra
ine de t1 étantblan
he initialement, on se trouve dans le premier 
as de �gure et on 
ommen
e don
 par appeler4
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ontinuation et 
e
i a pour e�et d'énumérer une fois tous les 
oloriages de t2 ; 
'est la premièreligne de la �gure 1. On 
olorie ensuite la ra
ine de t1 en noir ; 
'est le premier 
oloriage de la se
ondeligne (tout à droite). En�n on appelle loop_f sur les �ls de t1, à savoir un unique n÷ud (le n÷ud0, blan
 pour l'instant), la 
ontinuation étant toujours k énumérant les 
oloriages de t2. loop_f vaalors s'appeler elle-même sur la liste vide, ave
 une nouvelle 
ontinuation énumérant les 
oloriages del'arbre se réduisant au n÷ud 0 ave
 une 
ontinuation k. Le 
oloriage de 
et arbre 
ommen
e par unappel à la 
ontinuation k, 
e qui donne la deuxième ligne de la �gure 1, puis le n÷ud 0 est 
olorié ennoir, 
e qui donne le premier 
oloriage de la troisième ligne, et en�n loop_f est appelée sur les �lsdu n÷ud 0, à savoir la liste vide. Ce
i a pour e�et d'appeler k, 
e qui donne la dernière ligne de la�gure 1.Pour appliquer le programme à une forêt donnée f, il su�t d'appeler loop_f ave
 une 
ontinuatione�e
tuant l'a�
hage du 
ontenu du tableau bits :loop_f (fun () ! (* affi
hage du 
oloriage *)) fCe 
ode de 9 lignes seulement a le mérite de la 
on
ision. Nous verrons se
tion 4 que sesperforman
es sont de plus très satisfaisantes. En�n, il est important de noter que 
e 
ode allie defaçon e�
a
e des traits de programmation fon
tionnelle � des fon
tions sont passées en argumentet 
onstruites dynamiquement � et de programmation impérative � on modi�e en pla
e un tableaualloué statiquement.Complexité. Pour déterminer la 
omplexité du 
ode C1, 
ommençons par introduire les deuxgrandeurs dont peut dépendre 
ette 
omplexité, à savoir la taille d'une forêt et le nombre de ses
oloriages. Par la suite, nous utilisons la syntaxe des listes de Caml pour les forêts et la notationNode f pour un arbre dont les �ls 
onstituent une forêt f (l'indi
e du n÷ud n'est pas utile pour ladétermination de la 
omplexité).La taille d'une forêt f (resp. d'un arbre t) est notée n(f) (resp. n(t)) ; 
'est le nombre de n÷uds,dé�ni par ré
urren
e sur la stru
ture des arbres et des forêts de la manière suivante :n([℄) = 0n(t :: f) = n(t) + n(f)n(Node f) = 1 + n(f)Le nombre de 
oloriages possibles d'une forêt f (resp. d'un arbre t) est noté N(f) (resp. N(t)), et se
al
ule également par ré
urren
e sur la stru
ture des arbres et des forêts :N([℄) = 1N(t :: f) = N(t)�N(f)N(Node f) = 1 +N(f)Lorsqu'il n'y a pas ambiguïté, nous notons dire
tement n et N 
es deux grandeurs. Pour la forêt (1),on a n = 5 et N = 15.Avant d'en venir au 
al
ul-même de la 
omplexité, il faut faire quelques hypothèses quant aux 
oûtsdes diverses opérations e�e
tuées. Au delà des appels de fon
tions, dont nous négligeons le 
oût 2, il y adeux opérations à prendre en 
ompte : la modi�
ation du tableau bits, d'une part, et la 
onstru
tionde la 
l�ture, d'autre part. Cette dernière a 
omme 
oût prin
ipal 
elui d'une allo
ation, don
 d'unappel au ramasse-miettes de Caml. Bien qu'il dépend de l'implantation de 
e dernier, il est raisonnablede 
onsidérer que son 
oût amorti est 
onstant 3. La modi�
ation du tableau bits a également un2. Cette hypothèse simpli�e légèrement les 
al
uls par la suite, mais sans en a�e
ter les résultats : 
onsidérer le 
oûtdes appels de fon
tions ne 
hange en e�et les 
omplexités obtenues que par un fa
teur 
onstant.3. Par 
oût amorti, nous entendons la moyenne du 
oût sur l'ensemble de l'exé
ution.5
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oût 
onstant. Ces deux 
oûts n'étant pas disproportionnés, nous 
onsidérons sans perte de généralitéqu'ils sont tous deux unitaires.Notons alors F (k; f) le 
oût d'un appel à la fon
tion loop_f sur une forêt f ave
 une 
ontinuationdont le 
oût d'exé
ution est k. De même, notons T (k; t) le 
oût d'un appel à loop_t sur un arbre t.D'après le 
ode C1, les équations de ré
urren
e régissant 
es valeurs sont les suivantes :F (k; [℄) = k (4)F (k; t ::f) = 1 + F (T (k; t); f) (5)T (k; Node f) = 1 + k + F (k; f) (6)Dans l'équation (5), le 
oût unitaire est 
elui de la 
onstru
tion de la 
l�ture (fun () ! loop_t kf), qui est par hypothèse une 
ontinuation de 
oût T (k; t), d'où le se
ond terme F (T (k; t); f). Dansl'équation (6), le 
oût unitaire est 
elui de la modi�
ation du tableau bits. Montrons alors que l'ona les majorations suivantes : F (k; f) � N(f)� (k + n(f))T (k; t) � N(t)� (k + n(t)) � 1La preuve se fait par ré
urren
e sur la taille de la forêt ou de l'arbre, en utilisant les équations (4),(5) et (6). Pour la forêt vide [℄, on aF (k; [℄) = k = N([℄)� (k + n([℄)) 
ar N([℄) = 1 et n([℄) = 0Pour la forêt t :: f , on aF (k; t :: f) = 1 + F (T (k; t); f) par (5)� 1 +N(f)� (T (k; t) + n(f)) par h. r. sur f� 1 +N(f)� (N(t)� (k + n(t))� 1 + n(f)) par h. r. sur t� N(f)�N(t)� (k + n(t) + n(f)) + 1�N(f) 
ar N(t) � 1= N(t ::f)� (k + n(t :: f)) + 1�N(f)� N(t ::f)� (k + n(t :: f)) 
ar N(f) � 1En�n, pour l'arbre Node f , on aT (k; Node f) = 1 + k + F (k; f) par (6)� 1 + k +N(f)� (k + n(f)) par h. r. sur f= (1 +N(f))� (k + 1 + n(f))� n(f)�N(f)= N(Node f)� (k + n(Node f))� n(f)�N(f)� N(Node f)� (k + n(Node f))� 1 
ar n(f) � 0; N(f) � 1En parti
ulier, lorsque l'on applique loop_f à une forêt f ave
 une 
ontinuation initiale dont on ignorele 
oût, la majoration du 
oût total se résume à N(f)� n(f), et l'on peut don
 a�rmer quele 
ode C1 a une 
omplexité O(nN)On peut montrer de manière analogue que le nombre de 
l�tures 
onstruites est majoré par N(f)� 1et don
 que la 
omplexité en espa
e est O(N).3. En
ore plus d'ordre supérieurOn peut faire en
ore mieux, 
ar notre programme e�e
tue pour l'instant de nombreuses fois lesmêmes 
al
uls. En e�et, 
haque arbre (resp. 
haque forêt) est traversé de nombreuses fois, et à 
haque6
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 loop_f k = fun
tion| [℄ ! k| t :: f ! loop_f (loop_t k t) fand loop_t k (Node (i,f)) =let lf = loop_f k f infun () !if bits.(i) = 0 then begink (); bits.(i)  1; lf ()end else beginlf (); bits.(i)  0; k ()end Fig. 3: Un se
ond 
odage de Koda-Ruskey (C2).fois les mêmes 
ontinuations sont re
onstruites. Ainsi, sur l'exemple de la forêt (1), loop_t va êtreappelée trois fois ave
 la 
ontinuation initiale sur l'arbre t2, 
e qui 
orrespond aux trois lignes de la�gure 1, et à 
haque fois la même 
ontinuation va être fabriquée par l'appel de loop_f sur la forêt
onstituée des n÷uds 2 et 3. De manière générale, dès qu'il y a plusieurs arbres dans une forêt, lesmêmes 
ontinuations sont 
onstruites plusieurs fois pour 
ha
un des arbres de la forêt à l'ex
eptiondu premier.On peut en fait fa
toriser 
es 
onstru
tions identiques en modi�ant très légèrement notre premier
ode. L'idée est d'avoir maintenant des fon
tions loop_t et loop_f qui ne font plus l'énumérationdire
tement mais retournent des fon
tions, de type unit ! unit, qui le feront lorsqu'elles serontappliquées.Le 
ode est donné �gure 3, et nous l'appelons C2. Il di�ère en trois points du pré
édent.Premièrement, lorsque la forêt est vide on retourne k dire
tement au lieu de l'appliquer, puisqu'unefon
tion est maintenant attendue. Deuxièmement, dans le 
as d'une forêt non vide il su�t d'évaluer(loop_t k t) pour obtenir une fon
tion, par spé
i�
ation de loop_t ; il n'est plus besoin de pla
er
e 
ode sous une abstra
tion 
omme auparavant. Troisièmement, et 
'est là le plus important, l'appelà loop_f dans loop_t est e�e
tué une unique fois (dans la variable lf, qui est une fon
tion) puis lafon
tion à retourner est 
onstruite. Ainsi l'évaluation de loop_f ne sera faite qu'une seule fois dès quedeux arguments seront passés à loop_t. Or, 
'est justement une telle appli
ation partielle de loop_tqui est faite dans loop_f.Pour appliquer le programme à une forêt donnée f, il faut maintenant appliquer loop_f à une
ontinuation e�e
tuant l'a�
hage et à f, 
e qui nous donne une fon
tion, puis appliquer 
ette dernièreà (), 
e qui s'é
rit dire
tementloop_f (fun () ! (* affi
hage du 
oloriage *)) f ()Ainsi, sur l'exemple de la forêt (1), loop_f est appliquée à la 
ontinuation initiale k0 et à la forêt[t2; t1℄. Ce
i a pour e�et d'évaluer loop_f (loop_t k0 t2) [t1℄. L'appli
ation partielle (loop_t k0 t2)va alors e�e
tuer un appel à loop_f ave
 la 
ontinuation k0 et la forêt 
onstituée des n÷uds 2 et 3,puis retourner une fon
tion k1. Cet appel à loop_f est maintenant unique, là où il était fait trois foisdans le 
ode initial, même si la fon
tion retournée k1 sera e�e
tivement utilisée trois fois.Ce nouveau 
ode, à peine plus long que le pré
édent (11 lignes 
ontre 9), exploite en
ore plus l'ordresupérieur : on a maintenant des fon
tions retournées 
omme résultats et des appli
ations partielles defon
tions. Le prin
ipe reste le même, à savoir que la 
ontinuation énumère les 
oloriages d'une 
ertaineforêt f0 a

olée à la forêt argument de loop_f (resp. l'arbre argument de loop_t). On a seulementséparé le 
al
ul en deux phases su

essives : une première qui 
al
ule la fon
tion d'énumération par7



J.-C. Filliâtreré
urren
e sur la stru
ture des forêts et des arbres, et la se
onde qui l'applique e�e
tivement.Remarquons en�n que la fon
tion loop_f est devenue un simple �fold� de la fon
tion loop_t surla liste que 
onstitue la forêt passée en argument. On pouvait en e�et é
rire de manière équivalentelet re
 loop_f k f = List.fold_left loop_t k fand loop_t ...Ce
i n'était pas possible dans le 
as de C1 à 
ause de l'appli
ation d'une fon
tion ave
 e�ets de bords(la 
ontinuation k) une fois arrivé sur la liste vide.Complexité. Les fon
tions loop_f et loop_t ont maintenant trois arguments. Si l'appli
ation aupremier argument n'entraîne pas de 
al
ul, les appli
ations à un deuxième puis à un troisième ont des
oûts propres, qu'il s'agit d'évaluer séparément.Le 
oût de l'appli
ation aux deux premiers arguments est aisé à déterminer. En e�et, 
haque n÷udentraîne un 
oût unitaire dû à la 
onstru
tion de la 
l�ture dans loop_t, et le reste des 
al
uls n'est
onstitué que d'appels ré
ursifs traversant tous les n÷uds une fois et une seule. En 
onséquen
e, le
oût total est exa
tement n, le nombre de n÷uds. D'autre part, vu que seule 
ette première phasealloue de la mémoire (pour les 
l�tures), on en déduit d'ores et déjà que la 
omplexité totale en espa
ede C2 est O(n).La détermination du 
oût de l'appli
ation au troisième argument utilise une te
hnique similaireà 
elle introduite dans la se
tion pré
édente. Notons maintenant F (k; f) le 
oût de l'exé
ution dela fon
tion retournée par loop_f et T (k; t) le 
oût de l'exé
ution de 
elle retournée par loop_t, kdésignant toujours le 
oût de la 
ontinuation. D'après le 
ode C2, les équations de ré
urren
e régissant
es nouvelles valeurs sont les suivantes :F (k; [℄) = k (7)F (k; t :: f) = F (T (k; t); f) (8)T (k; Node f) = 1 + k + F (k; f) (9)Ces équations ne di�èrent des pré
édentes que par la se
onde ; 
ette di�éren
e exprime que l'on neretraverse plus les forêts à 
haque fois que l'on en 
her
he les 
oloriages, 
ar on dispose maintenantd'une fon
tion pour les traverser, 
al
ulée une seule fois. Montrons alors que l'on a les majorationssuivantes : F (k; f) � N(f)� (k + 1)� 1T (k; t) � N(t)� (k + 1)� 1La preuve est menée 
omme dans le 
as de C1. Pour la forêt vide [℄, on aF (k; [℄) = k = N([℄)� (k + 1)� 1 
ar N([℄) = 1Pour la forêt t :: f , on aF (k; t :: f) = F (T (k; t); f) par (8)� N(f)� (T (k; t) + 1)� 1 par h. r. sur f� N(f)�N(t)� (k + 1)� 1 par h. r. sur t= N(t :: f)� (k + 1)� 1En�n, pour l'arbre Node f , on aT (k; Node f) = 1 + k + F (k; f) par (9)� 1 + k +N(f)� (k + 1)� 1 par h. r. sur f= (1 +N(f))� (k + 1)� 1= N(Node f)� (k + 1)� 18



La supériorité de l'ordre supérieurEn parti
ulier, lorsque l'on applique loop_f à une 
ontinuation initiale dont on ignore le 
oût et àune forêt f on a un premier 
oût n(f) puis lorsque l'on applique en�n à (), on a un deuxième 
oûtN(f)� 1. Vu que l'on a n(f) � N(f) on peut don
 a�rmer quele 
ode C2 a une 
omplexité O(N)Cette 
omplexité est bien entendu optimale.4. Performan
esNous avons 
omparé les performan
es de nos deux implantations C1 et C2 en Obje
tive Caml à
elles en C de Knuth [4℄. La première, appelons-la K1, est 
onstituée de n 
o-routines et est 
odéeuniquement à l'aide de goto. La se
onde, appelons-la K2, utilise une stru
ture doublement 
haînéeintroduite dans l'arti
le de Koda et Ruskey [7℄. Ce 
ode a une 
omplexité optimale O(N) et est donnéen annexe de 
et arti
le à titre de 
omparaison.Les quatre programmes ont été exé
utés sur des forêts engendrées aléatoirement, de diverses tailleset diverses hauteurs. La �gure 4 donne les résultats pour quatre de 
es forêts de taille variant entre34 et 44 n÷uds 4. Les a�
hages des programmes ont été supprimés, de sorte qu'après les phasesd'initialisation, très 
ourtes, seul le temps d'exé
ution de l'algorithme proprement dit est pris en
ompte. Les tests ont été menés sur un Pentium III 450 MHz sous Linux. Les temps d'exé
ution sontdonnés en se
ondes, arrondis à trois 
hi�res signi�
atifs.Forêt 1 Forêt 2 Forêt 3 Forêt 4n (nb n÷uds) 34 38 42 44N (nb 
oloriages) 18 661 061 55 377 985 89 598 110 1 625 431 136K1 17.70 s 51.80 s 95.5 s 1920 sK2 2.39 s 7.13 s 10.6 s 161 sC1 5.22 s 16.10 s 27.8 s 461 sC2 3.92 s 11.80 s 19.6 s 378 sFig. 4: Temps d'exé
ution sur quatre forêts aléatoires.Comme on peut le voir, le 
ode le plus rapide est K2, mais notre se
onde implantation C2reste dans un rapport très satisfaisant (jamais plus de 2,5). On peut également 
onstater que notrepremière implantation C1, bien que plus lente que C2, o�re des performan
es tout à fait raisonnables,notamment par rapport au 
ode K1, uniquement é
rit à l'aide de bran
hements goto à des �nsd'e�
a
ité.Il faut 
ependant relativiser 
es 
omparaisons, pour au moins deux raisons : d'une part, la quantitéde 
al
ul entre deux 
oloriages est tellement faible qu'une 
omparaison numérique est di�
ile, surtoutpour des 
odes é
rits dans des langages di�érents ; d'autre part, l'implantation K2 parvient à n'e�e
tuerqu'une quantité bornée de 
al
ul entre deux 
oloriages, 
e qui n'est pas le 
as de nos deux 
odes.5. Con
lusionNous avons présenté une implantation de l'algorithme de Koda-Ruskey dans un langage deprogrammation fon
tionnel, à savoir Obje
tive Caml, en y exploitant l'ordre supérieur, 
'est-à-direle 
ara
tère de première 
lasse des fon
tions.4. Nos tests ont porté sur un plus large é
hantillon de forêts, ave
 des résultats identiques.9



J.-C. FilliâtreLe premier avantage de 
ette implantation est son élégan
e : notre 
ode se 
ompose de 9 lignesseulement, là où les 
odes proposés jusqu'i
i font au minimum 50 lignes et impliquent des 
onstru
tionsimpératives 
omplexes (bran
hements goto ou manipulations de pointeurs). Nous avons montréégalement 
omment une première version de notre 
ode pouvait être ra�née simplement en un 
odede 
omplexité optimale.Au delà de sa 
on
ision, notre implantation de l'algorithme de Koda-Ruskey possède un autreavantage : l'espoir d'en prouver formellement la 
orre
tion. Une preuve formelle dans l'assistant depreuve Coq [1℄ est en 
ours de développement. Elle exploite la ta
tique de preuve de programmesimpératifs développée par l'auteur dans sa thèse [3℄, qui autorise les fon
tions d'ordre supérieur. Lapreuve est di�
ile mais semble réalisable. Il serait intéressant de la 
omparer ensuite à des preuvesformelles des 
odes K1 et K2. (Tels qu'ils sont é
rits, K1 et K2 semblent hors de portée des outilsde 
erti�
ation a
tuels, mais ils pourraient probablement être reformulés d'une manière adaptée à lapreuve formelle.)Notons en�n qu'il existe une généralisation de l'algorithme de Koda-Ruskey à des graphes orientéstotalement a
y
liques dûe à G. Li et F. Ruskey. Ce travail n'a pas en
ore été publié mais Knuth enpropose déjà une implantation de 
omplexité optimale sur son site Internet. Nous envisageons bienentendu de voir 
omment notre 
ode pourra être étendu à l'algorithme de Li-Ruskey.Remer
iements. L'auteur remer
ie Benjamin Monate et les rapporteurs anonymes pour leursremarques et leurs suggestions.Référen
es[1℄ The Coq Proof Assistant. http://
oq.inria.fr/.[2℄ The Obje
tive Caml language. http://
aml.inria.fr/.[3℄ J.-C. Filliâtre. Preuve de programmes impératifs en théorie des types. Thèse de do
torat, UniversitéParis-Sud, Juillet 1999.[4℄ Donald E. Knuth. Implantation de l'algorithme de Koda-Ruskey, 2001. Disponible à l'adressehttp://www-
s-fa
ulty.stanford.edu/~knuth/programs.html.[5℄ Donald E. Knuth. The Art of Computer Programming, volume Volume 4, Pre-Fas
i
le 2a: A Draftof Se
tion 7.2.1.1: Generating all n-tuples. Addison-Wesley, 2001. Livre à paraître. Fas
i
uledisponible à l'adresse http://www-
s-staff.Stanford.EDU/~knuth/news.html.[6℄ Donald E. Knuth and Silvio Levy. The CWEB System of Stru
tured Do
umentation. Addison-Wesley, 1993. Le logi
iel CWEB est disponible à l'adresse http://www-
s-staff.Stanford.EDU/~knuth/
web.html.[7℄ Yasunori Koda and Frank Ruskey. A Gray Code for the Ideals of a Forest Poset. Journal ofAlgorithms, (15):324�340, 1993.Annexe : Une implantation en CÀ titre de 
omparaison, nous donnons i
i le 
ode C de la se
onde implantation de Knuth [4℄, obtenuà partir du 
ode CWEB. La forêt y est représentée par un tableau s
ope où s
ope[i℄ représente l'indi
edu plus petit des
endant du n÷ud i, in
luant i lui-même.#define forestsize 100 10



La supériorité de l'ordre supérieurint s
ope[forestsize℄;Nous de donnons 
i-dessous que le 
ode de l'algorithme lui-même ; n'apparaissent don
 pas leremplissage du tableau s
ope à partir de la forêt donnée sur la ligne de 
ommande, ni le 
ode a�
hantle 
oloriage 
ourant. En 
e qui 
on
erne le détail du fon
tionnement de 
et algorithme, nous renvoyonsle le
teur au 
ode CWEB de Knuth [4℄, très bien 
ommenté, ou en
ore à l'arti
le original de Koda etRuskey [7℄. Le 
ode 
i-dessous permet néanmoins de saisir la taille (54 lignes) et surtout la 
omplexitéde 
ette implantation.typedef stru
t lnode_stru
t {
har bit;stru
t lnode_stru
t *left, *right;stru
t lnode_stru
t *l
hild;stru
t lnode_stru
t *fo
us;} lnode;lnode lnode_table[forestsize+1℄;#define head (lnode_table+nn)boolean been_there_and_done_that;{ register lnode *p,*q,*r;for(k= 0; k<=nn; k++) {lnode_table[k℄.fo
us = lnode_table+k;if (s
ope[k℄ < k) {for(j = k-1; s
ope[j℄ > s
ope[k℄; j = s
ope[j℄-1) {lnode_table[j℄.left = lnode_table+s
ope[j℄-1;lnode_table[s
ope[j℄-1℄.right = lnode_table+j;}lnode_table[k℄.l
hild = lnode_table+j;}}head!left = head-1, (head-1)!right = head;head!right = head!l
hild, head!l
hild!left = head;while (1) {/* l'affi
hage du 
oloriage 
ourant se fait i
i */q = head!left;p = q!fo
us;q!fo
us = q;if (p != head) {if (p!bit == 0) {p!bit = 1;if (p!l
hild) {q = p!right;q!left = p-1, (p-1)!right = q;p!right = p!l
hild, p!l
hild!left = p;}} else {p!bit = 0;if( p!l
hild) {q = (p-1)!right; 11



J.-C. Filliâtrep!right = q, q!left = p;}}} else if (been_there_and_done_that) break;else {been_there_and_done_that = true; 
ontinue;}p!fo
us = p!left!fo
us;p!left!fo
us = p!left;}}
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