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lasses disjointes, 
onnu sous le nom de union-�nd, 
onsiste à maintenirdans une stru
ture de données une partition d'un ensemble �ni. Cette stru
ture fournit deuxopérations : une fon
tion �nd déterminant la 
lasse d'un élément et une fon
tion union réunissantdeux 
lasses. Une solution optimale et impérative, due à Tarjan, est 
onnue depuis longtemps.Cependant, le 
ara
tère impératif de 
ette stru
ture de données devient gênant lorsqu'elle estutilisée dans un 
ontexte où s'e�e
tuent des retours en arrière (ba
ktra
king). Nous présentonsdans 
et arti
le une version persistante de union-�nd dont la 
omplexité est 
omparable à 
elle dela solution impérative. Pour obtenir 
ette e�
a
ité, notre solution utilise massivement des traitsimpératifs. C'est pourquoi nous présentons également une preuve formelle de 
orre
tion, pours'assurer notamment du 
ara
tère persistant de 
ette solution.1. Introdu
tionLe problème des 
lasses disjointes, 
onnu sous le nom de union-�nd, 
onsiste à maintenir dansune stru
ture de données une partition d'un ensemble �ni. Sans perte de généralité, on peut supposerqu'il s'agit de l'ensemble des n entiers {0, 1, . . . , n− 1}. La �gure 1 donne la signature1 traditionnelled'une telle stru
ture. On y trouve un type abstrait t représentant une partition et trois opérations.L'opération 
reate n 
onstruit une nouvelle partition où 
haque élément forme une 
lasse à lui toutseul. L'opération find détermine la 
lasse d'un élément, sous la forme d'un entier 
onsidéré 
omme lereprésentant de 
ette 
lasse. En�n l'opération union réunit deux 
lasses de la partition, la stru
turede données étant modi�ée en pla
e.Une solution optimale, due à Tarjan, est 
onnue depuis longtemps [13℄ et est un 
lassique de lalittérature algorithmique (par exemple [7℄ 
hapitre 22). Le 
ode de 
ette solution est donné en annexe.L'idée prin
ipale est de lier entre eux les éléments d'une même 
lasse. Pour 
ela, un tableau fatherlie 
haque entier i à un autre entier de la même 
lasse. Dans 
haque 
lasse, 
es liaisons forment ungraphe a
y
lique où tous les 
hemins mènent au représentant, qui est le seul élément lié à lui-même.La �gure 3 illustre une situation où l'ensemble {0, 1, . . . , 7} est partitionné en deux 
lasses dont lesreprésentants sont respe
tivement 3 et 4. L'opération find se 
ontente de suivre les liaisons jusqu'àtrouver le représentant. L'opération union 
ommen
e par trouver les représentants des deux éléments,puis lie l'un des deux représentants à l'autre. A�n d'atteindre des performan
es optimales, la solutionde Tarjan apporte deux améliorations. La première 
onsiste à 
ompresser les 
hemins pendant lare
her
he e�e
tuée par find : 
ela 
onsiste à lier dire
tement au représentant tous les éléments trouvéssur le 
hemin par
ouru pour le trouver. La se
onde 
onsiste à maintenir pour 
haque représentant un1Cet arti
le est illustré par du 
ode é
rit dans le langage Obje
tive Caml [2℄, mais s'adapte aisément dans n'importequel autre langage. 1



S. Con
hon et J.-C. Filliâtremodule type ImperativeUnionFind = sigtype tval 
reate : int → tval find : t → int → intval union : t → int → int → unitend Fig. 1 � Stru
ture union-�nd impérative
module type PersistentUnionFind = sigtype tval 
reate : int → tval find : t → int → intval union : t → int → int → tend Fig. 2 � Stru
ture union-�nd persistante

Fig. 3 � Une partition en deux 
lasses de {0, 1, . . . , 7}niveau qui approxime la longueur du plus long 
hemin jusqu'à 
elui-
i, et à 
hoisir 
omme représentantd'une union 
elui de plus grand niveau.Bien que 
ette solution soit optimale, son 
ara
tère impératif devient gênant lorsqu'elle est utiliséedans un 
ontexte où s'e�e
tuent des retours en arrière. Un exemple signi�
atif est 
elui des pro
éduresde dé
ision, où le traitement de la stru
ture booléenne pro
ède essentiellement par ba
ktra
king. Orle traitement de l'égalité dans 
es outils est très souvent basé sur une stru
ture union-�nd [10, 12℄.Dès lors, il est né
essaire de pouvoir revenir à des versions antérieures de 
ette stru
ture. Il est 
lairque la solution de Tarjan, ave
 sa 
ompression de 
hemins et le maintien des niveaux, ne se prête pasfa
ilement à 
es retours en arrière.Une solution simple au problème du retour en arrière 
onsiste à utiliser une stru
ture de donnéespersistante, 
'est-à-dire où l'opération union renvoie une nouvelle partition et laisse la pré
édentein
hangée. La signature d'une telle stru
ture persistante est donnée �gure 2. Une manière simplede réaliser une telle signature 
onsiste à utiliser des stru
tures de données purement appli
atives.Malheureusement, de telles solutions restent très loin des performan
es de la version impérativede Tarjan, en parti
ulier par
e que la signature de l'opération find ne permet pas la 
ompressionde 
hemins (il faudrait pour 
ela que find renvoie une nouvelle partition, 
e qui obligerait leprogrammeur à modi�er son 
ode 
lient). Pour atteindre de meilleures performan
es, nous allons don
nous tourner vers des stru
tures utilisant des e�ets de bord mais tout en restant persistantes, 
'est-à-dire observationnellement immuables. Notre 
ontribution 
onsiste en e�et en une version persistantede l'algorithme de Tarjan utilisant une stru
ture de données inspirée des tableaux persistants de Baker.Cet arti
le est organisé de la façon suivante. La se
tion 2 présente une stru
ture de donnéespersistante pour le problème union-�nd dont l'e�
a
ité est 
omparable à 
elle de sa version impérative.La se
tion 3 présente une analyse des performan
es de notre solution, 
omparée à plusieurs autressolutions. En�n, la se
tion 4 détaille la preuve formelle dans l'assistant de preuve Coq de la 
orre
tionde 
ette stru
ture de données persistante.2. Une solution à la fois très simple et très e�
a
eLa solution au problème de l'union-�nd persistant que nous proposons est à la fois très simpleet très e�
a
e. Elle 
onsiste à rester aussi pro
he que possible de l'algorithme original de Tarjan,2



Union-Find Persistantmodule type PersistentArray = sigtype α tval init : int → (int → α) → α tval get : α t → int → αval set : α t → int → α → α tend Fig. 4 � Signature minimale des tableaux persistantsave
 notamment sa 
ompression de 
hemin, mais en substituant à l'usage de tableaux modi�és enpla
e des tableaux persistants. Un tableau persistant est une stru
ture de données o�rant les mêmesfon
tionnalités qu'un tableau usuel, à savoir la manipulation d'éléments indi
és de 0 à n− 1 ave
 desopérations d'a

ès et de mise à jour à très bas 
oût, mais où l'opération de mise à jour 
onstruitun nouveau tableau persistant et laisse le pré
édent in
hangé. Une signature minimale pour destableaux persistants polymorphes est donnée �gure 4. Bien entendu, on peut fa
ilement réaliser 
ettesignature à l'aide de di
tionnaires 
odés de manière purement appli
ative, tels que les arbres binairesde re
her
he de la bibliothèque standard d'O
aml. Mais 
omme le montrent les tests de performan
e(voir se
tion 3), le 
oût logarithmique des opérations d'a

ès et de mise à jour d'une telle stru
tureest trop important. Heureusement, il est possible d'atteindre de bien meilleures performan
es pourles tableaux persistants, 
omme nous le montrerons plus loin (se
tions 2.2�2.4). En attendant, nousallons présenter une version persistante de l'algorithme de Tarjan, indépendamment de la réalisationdes tableaux persistants.2.1. Une version persistante de l'algorithme de TarjanPour rester indépendants de la stru
ture de données des tableaux persistants, nous introduisonsnaturellement un module paramétré par 
ette stru
ture de données, i.e. un fon
teur :module Make(A : PersistentArray) : PersistentUnionFind = stru
tComme dans sa version impérative, la stru
ture union-�nd est une paire de tableaux (rank qui
ontient les niveaux des représentants et father qui 
ontient les liaisons) mais 
e sont i
i des tableauxpersistants :type t = { rank: int A.t; mutable father: int A.t }Le 
ara
tère modi�able du se
ond 
hamp sera exploité pour réaliser la 
ompression de 
hemin. La
réation d'une nouvelle stru
ture union-�nd où 
haque élément forme une 
lasse à lui tout seul nepose pas de problème :let 
reate n = { rank = A.init n (fun _ → 0); father = A.init n (fun i → i) }Pour réaliser la 
ompression de 
hemin qui est au 
÷ur de l'algorithme de Tarjan, la fon
tion finddoit e�e
tuer des modi�
ations des liaisons au fur et à mesure de sa remontée, une fois le représentanttrouvé. I
i, les liaisons sont représentées par un tableau persistant et on doit don
 
onstruire unnouveau tableau lors de 
ette remontée. Pour 
ela on 
ommen
e par dé�nir une première fon
tionfind_aux prenant en argument le tableau des liaisons f et l'élément i dont on 
her
he le représentant,et renvoyant le nouveau tableau et le représentant de i :3



S. Con
hon et J.-C. Filliâtrelet re
 find_aux f i =let fi = A.get f i inif fi == i thenf, ielselet f, r = find_aux f fi inlet f = A.set f i r inf, rSi 
e n'est qu'elle opère sur un tableau persistant, 
ette fon
tion est identique à la fon
tion find_auxde la version impérative. On peut alors dé�nir une fon
tion find qui va appeler la fon
tion find_auxpuis modi�er le 
hamp father de la stru
ture de données par un e�et de bord pour entériner les
hangements survenus sur le tableau des liaisons :let find h x =let f,rx = find_aux h.father x in h.father ← f; rxComme on le 
onstate, 
ette fon
tion a bien le type es
ompté, à savoir qu'elle ne renvoie qu'un entier,mais elle e�e
tue bien la 
ompression de 
hemin. Comme dans la version impérative de find, lastru
ture de données a été modi�ée par e�et de bord mais reste observationnellement in
hangée : lereprésentant de 
haque élément est toujours le même.Pour réaliser la fon
tion union, on suit là en
ore le 
ode de la version impérative, mais on renvoiemaintenant une nouvelle stru
ture de données, à savoir un nouvel enregistrement de type t. Celui-
i
ontient les nouvelles versions des tableaux rank et father, le 
as é
héant.let union h x y =let rx = find h x inlet ry = find h y inif rx != ry then beginlet rx
 = A.get h.rank rx inlet ry
 = A.get h.rank ry inif rx
 > ry
 then{ h with father = A.set h.father ry rx }else if rx
 < ry
 then{ h with father = A.set h.father rx ry }else{ rank = A.set h.rank rx (rx
 + 1);father = A.set h.father ry rx }end elsehOn obtient au �nal un 
ode qui n'est pas vraiment plus long que 
elui de sa 
ontrepartie impérative.Il nous reste le plus di�
ile : fournir une réalisation e�
a
e des tableaux persistants en argument à
e fon
teur.2.2. Tableaux persistantsUne solution e�
a
e au problème des tableaux persistants est en fait 
onnue depuis longtemps. Ilsemble qu'elle soit due à H. Baker [9, 3℄, qui l'utilisait pour représenter e�
a
ement les environnementsdans des 
l�tures Lisp. L'idée de base 
onsiste à utiliser un tableau usuel2 pour la dernière version du2À partir de maintenant, on utilise le terme � tableau � pour un tableau au sens usuel, et don
 modi�able en pla
e,et le terme � tableau persistant � sinon. 4



Union-Find Persistanttableau persistant, et des indire
tions pour les versions antérieures. On introduit pour 
ela les deuxtypes mutuellement ré
ursifs suivants :type α t = α data refand α data =| Arr of α array| Diff of int × α × α tLe type α t est 
elui des tableaux persistants. Il s'agit d'une référen
e vers une donnée du type
α data qui indique sa nature : soit une valeur immédiate Arr a ave
 a un tableau, soit une indire
tionDiff(i, v, t) représentant un tableau persistant identique en tout point au tableau persistant t hormisà l'indi
e i où l'on trouve la valeur v. La présen
e de la référen
e peut sembler super�ue en premierabord, mais elle est 
ru
iale. La 
réation d'un nouveau tableau persistant est immédiate :let init n f = ref (Arr (Array.init n f))La fon
tion d'a

ès get n'est guère plus 
omplexe. Soit le tableau persistant est immédiatement untableau, soit il faut 
onsulter l'indire
tion et si né
essaire poursuivre l'a

ès ré
ursivement :let re
 get t i = mat
h !t with| Arr a → a.(i)| Diff (j, v, t') → if i == j then v else get t' iToute la subtilité tient dans la fon
tion set. Comme nous l'avons dit plus haut, l'idée est de 
onserverles performan
es d'un tableau usuel pour la dernière version du tableau persistant, quitte à dégrader
elles des versions antérieures. Lorsque l'on e�e
tue une mise à jour dans le tableau persistant t, deux
as se présentent :� soit t pointe sur une valeur du type Arr a ; dans 
e 
as, on va le � dérouter � pour qu'il pointemaintenant sur une indire
tion (
e qui est possible puisqu'il s'agit d'une référen
e et non pasdire
tement d'une valeur du type α data) et renvoyer une nouvelle référen
e res pointant surle tableau a, qui aura été modi�é en pla
e.� soit t est déjà une indire
tion i.e. pointe sur une valeur du type Diff ; dans 
e 
as on se 
ontentesimplement de 
réer une nouvelle indire
tion.Cela se traduit par le 
ode suivant :let set t i v = mat
h !t with| Arr a as n →let old = a.(i) ina.(i) ← v;let res = ref n int := Diff (i, old, res);res| Diff _ →ref (Diff (i, v, t))Comme on le 
onstate, une valeur de la forme Arr a ne peut être 
réée que par la fon
tion init.En 
onséquen
e, une su

ession d'opérations de mise à jour à partir d'un premier tableau persistant
onstruit ave
 
reate n'aura alloué qu'un seul tableau et un espa
e supplémentaire proportionnel aunombre d'appels à set (
ar il est 
lair que set a une 
omplexité O(1) en temps et en espa
e). Si on
onsidère la série de dé
larations suivantes dé�nissant quatre tableaux persistants a0, a1, a2 et a3let a0 = 
reate 7 0let a1 = set a0 1 7 5
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Fig. 5 � Illustration des tableaux persistants (1/2)

let a2 = set a1 2 8let a3 = set a1 2 9alors la situation à l'issue de 
es dé
larations est illustrée �gure 5, où 
haque référen
e est représentéepar un 
er
le et un blo
 Diff par une arête étiquetée. D'une manière générale, on a la propriétésuivante : le graphe des référen
es de type α t est a
y
lique et de 
ha
une d'entre elles il existe ununique 
hemin menant à la valeur Arr.De tels tableaux persistants se 
omportent bien lorsque l'on a

ède toujours à la dernière versionmais les performan
es se dégradent 
onsidérablement dès que l'on a

ède à des versions antérieures.En e�et, une su

ession de mises à jour va 
réer une 
haîne de 
onstru
teurs Diff et 
haque a

ès àpartir de 
ette 
haîne aura un 
oût proportionnel à sa longueur i.e. au nombre d'opérations de miseà jour e�e
tuées sur 
e tableau et ses su

esseurs. C'est évidemment dramatique dans un 
ontexteoù l'on e�e
tue des retours en arrière. Or 
'est justement pour 
ela que l'on 
her
hait à 
onstruiredes tableaux persistants. Heureusement, il existe une façon simple d'améliorer substantiellement 
ettepremière version.2.3. Une amélioration substantiellePour remédier à la dégradation des performan
es lorsque l'on a

ède aux versions antérieures destableaux persistants, H. Baker propose une amélioration toute simple : dès que l'on a

éde à untableau persistant qui n'est pas immédiat, on 
ommen
e par retourner la 
haîne de pointeurs menantau tableau Arr, de manière à amener 
elui-
i à l'endroit où l'on 
her
he à a

éder. Cette opérationappelée rerooting par Baker peut être 
odée par la fon
tion reroot suivante, qui prend en argument untableau persistant et ne renvoie au
une valeur ; elle se 
ontente de modi�er la stru
ture des pointeurs,sans a�e
ter le 
ontenu des tableaux persistants.let re
 reroot t = mat
h !t with| Arr _ → ()| Diff (i, v, t') →reroot t';begin mat
h !t' with| Arr a as n →let v' = a.(i) ina.(i) ← v;t := n;t' := Diff (i, v', t)| Diff _ → assert falseend 6



Union-Find Persistant
Fig. 6 � Illustration des tableaux persistants (2/2)

À l'issue de l'exé
ution de 
ette fon
tion, on a la propriété que t pointe maintenant sur une valeurde la forme Arr. On peut don
 modi�er la fon
tion d'a

ès de manière à appeler reroot dès que letableau est de la forme Diff :let re
 get t i = mat
h !t with| Arr a →a.(i)| Diff _ →reroot t;begin mat
h !t with Arr a → a.(i) | Diff _ → assert false endOn peut modi�er de même la fon
tion set :let set t i v =reroot t;mat
h !t with| Arr a as n → ... 
omme auparavant ...| Diff _ → assert falseSi on reprend l'exemple de la �gure 5, et que l'on 
her
he à a

éder à un élément de a1, 
elui-
i vad'abord subir l'opération reroot. Ce
i va amener a1 à pointer maintenant sur le tableau Arr et a2à pointer désormais sur une indire
tion, les valeurs 0 et 8 de l'élément d'indi
e 2 ayant été é
hangéesentre le tableau Arr et l'indire
tion. Cette nouvelle situation est illustrée �gure 6.L'opération reroot a un 
oût proportionnel au nombre de pointeurs Diff qu'il faut suivre jusqu'autableau Arr, mais elle ne sera faite que la première fois que l'on 
her
hera à a

éder à une versionantérieure d'un tableau persistant. Tout nouvel a

ès à 
e tableau se fera alors de nouveau en temps
onstant. Autrement dit, on ne paye qu'une seule fois le prix du retour en arrière. Dans le 
ontexted'un algorithme e�e
tuant du ba
ktra
k 
ette solution s'avère ex
ellente. Si le nombre d'opérationssur les tableaux est bien supérieur au nombre de retours en arrière, alors la 
omplexité amortie desopérations get et set sera O(1) en temps et en espa
e.Il est important de noter que si en revan
he on manipule simultanément plusieurs versions d'unmême tableau persistant, ou alternativement ave
 de nombreux allers-retours, alors les performan
esseront moins bonnes 
ar la fon
tion reroot passera son temps à retourner des 
haînes de pointeurs.En�n, on note que la fon
tion reroot n'est pas ré
ursive terminale. Ce
i peut être problématiquelorsque l'on manipule des tableaux persistants ayant subi de très nombreuses modi�
ations. On peutfa
ilement y remédier en e�e
tuant une transformation CPS, sans vraiment dégrader les performan
es.Les tests que nous présentons plus loin sont d'ailleurs e�e
tuées sur la version CPS.7



S. Con
hon et J.-C. Filliâtre2.4. Deux dernières améliorationsOn peut en
ore améliorer 
ette solution. La première idée 
onsiste à ne rien faire du tout lors del'opération set(t, i, v) lorsque i est déjà asso
ié à v dans t. On évite ainsi la 
réation d'une indire
tioninutile, et don
 l'allo
ation de deux blo
s mémoire. Cela est parti
ulièrement e�
a
e dans le 
ontextede la stru
ture union-�nd, 
ar la 
ompression de 
hemin amène rapidement les éléments à pointerdire
tement sur leur représentant et on évite alors le 
oût d'une opération set en fait inutile. (Onaurait pu de manière équivalente dérouler une fois la fon
tion find_aux et traiter le 
as parti
ulierd'un 
hemin de longueur 1.)La se
onde idée 
onsiste à remarquer que dans un 
ontexte où l'on e�e
tue uniquement duba
ktra
king, alors il est inutile de maintenir le 
ontenu des tableaux persistants qui deviennentina

essibles au moment où l'on revient en arrière. De toutes façons, 
es valeurs vont êtreimmédiatement ramassées par le GC. On peut don
 améliorer en
ore les performan
es des tableauxpersistants dans le 
as très parti
ulier de notre utilisation, 
'est-à-dire où l'on revient en arrière surun tableau persistant t sans garder de pointeurs sur les versions ultérieures de t.La première modi�
ation 
onsiste à introduire une valeur Invalid dénotant un tableau persistantauquel il n'est plus possible d'a

éder :type t = data refand data =| Arr of int array| Diff of int × int × t| InvalidEnsuite, il su�t de modi�er la fon
tion reroot de manière à ne pas retourner la 
haîne de pointeursmenant au tableau Arr, mais simplement à modi�er le 
ontenu de 
e tableau :let re
 reroot t = mat
h !t with| Arr _ → ()| Diff (i, v, t') →reroot t';begin mat
h !t' with| Arr a as n →a.(i) ← v;t := n;t' := Invalid| Diff _ | Invalid → assert falseend| Invalid → assert falseOn é
onomise en parti
ulier l'allo
ation d'un 
onstru
teur Diff. Le reste du 
ode est in
hangé maisé
houe si on 
her
he à a

éder à un tableau persistant invalide.Il est important de noter que la stru
ture obtenue n'est don
 que semi-persistante puisque lesallers-retours sont maintenant interdits (à la di�éren
e des pré
édentes solutions qui étaient toutespersistantes).Il est frappant de 
onstater que la stru
ture de données à laquelle nous aboutissons n'est riend'autre qu'un tableau a

ompagné d'une pile d'opérations qu'il faudra appliquer pour revenir à unétat pré
édent, 
'est-à-dire exa
tement l'idiome de programmation impérative 
onsistant à maintenirune pile de undos. Mais à la di�éren
e d'une programmation impérative où 
ette pile est manipuléeexpli
itement et à l'extérieur de la stru
ture de données, elle est i
i entièrement 
a
hée à l'intérieurd'un module qui donne l'illusion de la persistan
e.8



Union-Find Persistant3. Performan
esNous avons 
her
hé à tester les performan
es de notre solution dans une situation aussi réalisteque possible. Pour 
ela, nous avons examiné l'utilisation faite par une pro
édure de dé
ision [6℄ de lastru
ture union-�nd sous-ja
ente. On distingue trois paramètres :� le nombre de retour en arrière ;� le nombre total d'opérations find et union entre deux bran
hements, noté N ;� la proportion d'opérations union par rapport aux opérations find, noté p.Sur les tests que nous avons e�e
tués ave
 la pro
édure de dé
ision, il s'avère d'une part que le nombrede retour en arrière est relativement faible, et d'autre part que la proportion d'opérations union estégalement assez faible. Nous avons don
 
hoisi d'e�e
tuer nos tests en suivant les mêmes bran
hementsque dans le par
ours d'un arbre binaire 
omplet de hauteur 4. Entre 
haque n÷ud et ses deux �ls,on e�e
tue exa
tement N opérations. Ce par
ours est e�e
tué pour N = 20000, N = 100000 et
N = 500000, et des valeurs de p de 5, 10 et 15%.Le tableau suivant présente les temps d'exé
ution obtenus3 pour diverses solutions :

p 5% 5% 5% 10% 10% 10% 15% 15% 15%
N 20000 100000 500000 20000 100000 500000 20000 100000 500000Tarjan 0.31 2.23 12.50 0.33 2.34 12.90 0.34 2.36 13.202.3 0.52 3.03 17.10 0.81 4.78 26.80 1.16 6.78 37.902.4a 0.36 2.08 12.30 0.46 2.76 15.90 0.64 3.58 20.702.4b 0.34 2.01 11.70 0.42 2.54 14.90 0.52 3.21 18.70defun. 0.33 1.90 11.30 0.41 2.45 14.40 0.52 3.14 17.80naïve 0.76 5.28 37.50 1.22 9.14 63.80 40.40 >10mn >10mnmaps 1.52 10.60 67.90 2.45 17.50 116.00 3.42 24.70 167.00La première ligne donne les résultats de la version impérative de Tarjan. Bien entendu, 
elle-
iest utilisée i
i in
orre
tement mais sert uniquement de référen
e. Les quatre lignes suivantes sontles ra�nements su

essifs de notre solution : 
elle de la se
tion 2.3, puis les deux améliorationsde la se
tion 2.4, puis en�n la version �nale défon
torisée manuellement. Les deux dernières lignes
orrespondent à des solutions purement appli
atives, à titre de 
omparaison : la première (naïve) estun AVL pour les liaisons sans 
ompression de 
hemin ni niveaux, et la se
onde est l'appli
ation dufon
teur de la se
tion 2.1 à des tableaux persistants réalisés par des AVLs.4. Preuve formelle de 
orre
tionMême si la solution proposée est 
on
eptuellement simple, les stru
tures de données utiliséessont relativement 
omplexes de part la présen
e de nombreux e�ets de bord, tant dans les tableauxpersistants que dans la version persistante de l'algorithme de Tarjan. Pour 
ette raison, il nous aparu né
essaire de faire la preuve formelle de la 
orre
tion de 
es deux stru
tures de données. Nousdétaillons i
i les grandes lignes de 
ette preuve, menée dans l'assistant de preuve Coq [1℄.On suppose i
i une 
ertaine familiarité ave
 le système Coq. L'intégralité de 
e développement estdisponible en ligne4. La se
tion 4.1 présente la formalisation des tableaux persistants puis la se
tion 4.2
elle de la stru
ture union-�nd persistante présentée dans la se
tion 2.3.3Les temps sont mesurés en se
ondes et 
orrespondent à du temps CPU sur un Pentium IV 2,4 GHz.4http://www.lri.fr/~filliatr/puf/ 9



S. Con
hon et J.-C. Filliâtre4.1. Tableaux persistantsPour rendre 
ompte des e�ets de bord et notamment de la possibilité d'alias dans le tasO
aml (lestableaux persistants sont des référen
es, vers des stru
tures 
ontenant elles-mêmes d'autres référen
es,et elles peuvent être partagées entre plusieurs versions d'un tableau persistant), il 
onvient de modéliserle tas d'une manière relativement bas niveau. Mais il n'est 
ependant pas né
essaire de des
endrejusqu'à un niveau de détail trop important, tel qu'expli
iter l'organisation des blo
s dans le tas, leurtaille, et
.Pour modéliser les référen
es, on introduit un type abstrait pointer représentant la valeur d'uneréféren
e. Le tas est alors vu 
omme un di
tionnaire asso
iant à 
haque référen
e la valeur qu'elledésigne. Ce di
tionnaire est simplement axiomatisé, sous la forme d'un module PM dé
larant un typeabstrait polymorphe t, une fon
tion find retournant la valeur éventuellement asso
iée à une référen
e(soit None si au
une valeur n'est asso
iée, soit Some v sinon), une fon
tion add pour ajouter unenouvelle asso
iation, et en�n une fon
tion new pour obtenir une nouvelle référen
e (i.e. qui n'est pasen
ore asso
iée à une valeur). Trois axiomes dé
rivent tout 
e qu'il y a à savoir sur 
es trois fon
tions.La dé
laration de 
e module est donnée en annexe.Le type des tableaux persistants est dire
tement modélisé par le type pointer des référen
es.Quant au type data, il reste un type somme ave
 deux 
onstru
teurs Arr et Diff :Indu
tive data : Set :=| Arr : data| Diff : Z → Z → pointer → data.On utilise i
i le fait que le tableau en argument du 
onstru
teur Arr est unique pour ne pas lereprésenter dans le type data. On modélise alors le tas O
aml par une paire 
ontenant d'une part ledi
tionnaire asso
iant les référen
es aux valeurs de type data, et d'autre part le 
ontenu du tableauusuel désigné par Arr, dire
tement sous la forme d'une fon
tion de Z dans Z :Re
ord mem : Set := { ref : PM.t data; arr : Z→Z }.Il est 
lair que l'on ne modélise i
i que la partie du tas relative à un seul tableau persistant et sesdes
endants, mais 
ela est su�sant pour 
ette preuve de 
orre
tion (il n'y a pas d'opération prenanten argument deux tableaux persistants et qui né
essiterait don
 une modélisation plus 
omplexe).Ainsi dé�nie, la modélisation in
lut beau
oup plus de situations possibles dans le tas que 
e que lesseules opérations 
reate et set permettent d'obtenir (de la même façon que la seule donnée des typesO
aml n'ex
lut pas a priori de 
onstruire par exemple des valeurs 
y
liques). Pour rendre 
ompte del'invariant de la stru
ture de tableau persistant, on introduit le prédi
at indu
tif suivant, pa_valid,qui indique qu'une référen
e désigne un tableau persistant bien formé :Indu
tive pa_valid (m: mem) : pointer → Prop :=| array_pa_valid :
∀p, PM.find (ref m) p = Some Arr → pa_valid m p| diff_pa_valid :
∀p i v p′, PM.find (ref m) p = Some (Diff i v p′) →pa_valid m p′ → pa_valid m p.Cette dé�nition indique que la référen
e pointe soit sur une valeur de la forme Arr, soit sur une valeurde la forme Diff i v p′ ave
 p′ désignant lui-même un tableau persistant bien formé. Par sa natureindu
tive, elle implique également l'absen
e de 
y
le.En�n, pour exprimer les spé
i�
ations des fon
tions get et set, on va relier 
haque tableaupersistant à la fon
tion sur {0, 1, . . . , n− 1} qu'il représente. On représente 
ette fon
tion simplementpar une valeur de type Z→Z, et on dé�nit don
 le prédi
at indu
tif suivant reliant une référen
e à unefon
tion : 10



Union-Find PersistantIndu
tive pa_model (m: mem) : pointer → (Z → Z) → Prop :=| pa_model_array :
∀p, PM.find (ref m) p = Some Arr → pa_model m p (arr m)| pa_model_diff :
∀p i v p′, PM.find (ref m) p = Some (Diff i v p′) →
∀f, pa_model m p′ f → pa_model m p (upd f i v).où la fon
tion upd est la mise à jour d'une fon
tion en un point, à savoir :Definition upd (f:Z→Z) (i:Z) (v:Z) :=fun j ⇒ if Z_eq_de
 j i then v else f j.Comme on le 
onstate, la dé�nition de pa_model est analogue à 
elle de pa_valid. Il est même 
lairque l'on a pa_valid m p dès lors que l'on a pa_model m p f pour une 
ertaine fon
tion f . Mais il estpréférable de distinguer les deux, 
omme nous allons le montrer tout de suite.Nous pouvons à présent spé
i�er les fon
tions get et set. En optant pour des fon
tions fortementspé
i�ées (i.e. 
ontenant leur spé
i�
ation dans leur type, par le biais de types dépendants), unespé
i�
ation de get peut être :Definition get :

∀m, ∀p, pa_valid m p →
∀i, { v:Z | ∀f, pa_model m p f → v = f i }.On exprime en pré
ondition que la référen
e p doit désigner un tableau persistant valide, et enpost
ondition que la valeur renvoyée v doit être f v pour tout fon
tion f que modélise p à travers lamémoire m. La preuve de get ne semble pas di�
ile, tant son énon
é paraît être tautologique. Ellesoulève 
ependant une problème de taille : 
elui de la terminaison. En e�et, la fon
tion get ne termineuniquement que par
e qu'on a supposé que la référen
e p désigne un tableau persistant valide. Dans le
as 
ontraire, il pourrait y avoir une 
ir
ularité dans le tas (telle que 
elle obtenue en é
rivant let re
p = ref (Diff (0,0,p))) et dès lors des appels à get ne terminant pas. Si la fon
tion get termine,
'est par
e que la référen
e p mène en un nombre �ni d'étapes à la valeur Arr. Pour traduire 
ettepropriété, on introduit le prédi
at dist m p n traduisant que la distan
e de p à la valeur Arr estl'entier naturel n. On peut alors introduire la relation R m, pour une mémoire m, indiquant qu'unpointeur est plus pro
he qu'un autre de la valeur Arr :

R m p1 p2 ≡ ∃n1, ∃n2, dist m p1 n1 ∧ dist m p2 n2 ∧ n1 < n2On peut alors dé�nir la fon
tion get par ré
urren
e bien fondée sur 
ette relation. Comme il est fa
ilede montrer que si p pointe sur la valeur Diff i v p′ alors R m p′ p, sous l'hypothèse pa_valid m p,la terminaison de get en dé
oule5.La fon
tion set a une spé
i�
ation un peu plus 
omplexe 
ar elle doit évidemment traduire l'e�etde l'a�e
tation mais également la persistan
e du tableau passé en argument. Une spé
i�
ation possibleest la suivante :Definition set :
∀m:mem, ∀p:pointer, ∀i v:Z,pa_valid m p →{ p′:pointer & { m′:mem |
∀f, pa_model m p f →pa_model m′ p f ∧ pa_model m′ p′ (upd f i v) } }.5On aurait pu également pro
éder par ré
urren
e stru
turelle sur la preuve de pa_valid, ainsi qu'expliqué dans leCoq'Art [4℄ se
tion 15.4. 11
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i la fon
tion renvoie non seulement le résultat p′ mais également le nouvel état mémoire m′.La pré
ondition reste la même, à savoir la validité du tableau persistant passé en argument. Lapost
ondition, quant à elle, indique pour toute fon
tion f que modélisait p dans la mémoire initiale
m, alors p 
ontinue de modéliser 
ette même fon
tion f dans la nouvelle mémoire m′ et p′ modélisele résultat de l'a�e
tation, à savoir la fon
tion upd f i v.La preuve de set ne 
ontient qu'une seule di�
ulté : il faut exprimer que l'allo
ation d'une nouvelleréféren
e ne modi�e pas la stru
ture des tableaux persistants déjà alloués. Ce
i se traduit par le lemmede séparation suivant, où la nouvelle référen
e est obtenue par la fon
tion PM.new et initialisée ave
une valeur d quel
onque :Lemma pa_model_sep :
∀m, ∀p, ∀d, ∀f,pa_model m p f→pa_model (Build_mem (PM.add (ref m) (PM.new (ref m)) d) (arr m)) p f.4.2. Union-�nd persistantPour modéliser la stru
ture union-�nd, on se �xe une fois pour toutes le nombre d'éléments, sous laforme d'un paramètre N de type Z. Sans perte de généralité, on peut omettre la gestion des niveaux, quin'entre pas en 
ompte dans la 
orre
tion, mais seulement dans la 
omplexité. La stru
ture union-�ndest don
 réduite à un tableau persistant ; on peut don
 
onserver la modélisation du tas de la se
tionpré
édente et représenter dire
tement une stru
ture union-�nd par une valeur du type pointer.Comme pour les tableaux persistants, il faut 
ommen
er par dé�nir une notion de validité. En e�et,une stru
ture union-�nd n'est pas 
onstituée d'un tableau persistant quel
onque, mais d'un tableaupersistant représentant une fon
tion ave
 la propriété bien parti
ulière d'asso
ier un représentant à
haque entier de [0, N − 1], en une ou plusieurs étapes. Comme dans le 
as des tableaux persistants,
ette propriété de validité est essentielle pour garantir la terminaison. Pour la dé�nir, on 
ommen
epar dé�nir la notion de représentant d'une 
lasse, pour une modélisation du tableau des liaisons i.e.une fon
tion f de Z dans Z :Indu
tive repr (f: Z→Z) : Z→Z→Prop :=| repr_zero :

∀i, f i = i → repr f i i| repr_su

 :
∀i j r, f i = j → 0≤j<N → ~j=i → repr f j r → repr f i r.On peut alors dé�nir la notion de validité 
omme la validité du tableau persistant d'une part, etl'existen
e d'un représentant pour tout entier de [0, N − 1] d'autre part :Definition reprf (f:Z→Z) :=(∀i, 0≤i<N → 0≤f i<N) ∧(∀i, 0≤i<N → ∃j, repr f i j).Definition uf_valid (m:mem) (p:pointer) :=pa_valid m p ∧

∀f, pa_model m p f → reprf f.Spé
i�er la fon
tion find ne 
onsiste pas uniquement à dire qu'elle renvoie une valeur étante�e
tivement le représentant. En e�et, du fait de la 
ompression de 
hemins, la fon
tion find modi�el'état mémoire, et il faut don
 spé
i�er également l'invarian
e des 
lasses par 
ette 
ompression.On 
ommen
e don
 par dé�nir la propriété pour deux fon
tions de dé�nir le même ensemble dereprésentants : 12



Union-Find PersistantDefinition same_reprs f1 f2 :=
∀i, 0≤i<N → ∀j, repr f1 i j ↔ repr f2 i j.On peut alors spé
i�er ainsi la fon
tion find (en fait la fon
tion find_aux i.e. 
elle qui retournele nouveau tableau persistant 
ontenant la 
ompression de 
hemins, modélisé i
i sous la forme dupointeur p′) :Definition find :
∀m, ∀p, uf_valid m p →
∀x, 0≤x<N →{ r:Z & { p′:pointer & { m′:mem |uf_valid m′ p′ ∧
∀f, pa_model m p f → repr f x r ∧
∀f ′, pa_model m′ p′ f ′ → same_reprs f f ′ } } }.Là en
ore, la preuve né
essite une ré
urren
e bien fondée, 
ette fois sur la distan
e séparant x de sonreprésentant.Pour spé
i�er la fon
tion union, on a besoin de la notion d'éléments équivalents i.e. appartenantà la même 
lasse :Definition equiv f x y :=

∀rx ry, repr f x rx → repr f y ry → rx=ry.On peut alors spé
i�er ainsi la fon
tion union (l'a�e
tation h.father <- f est modélisée i
i par lepointeur p1 renvoyé) :Definition union :
∀m, ∀p, uf_valid m p →
∀x y, 0≤x<N → 0≤y<N →{ p′:pointer & { p1:pointer & { m′:mem |uf_valid m′ p1 ∧ uf_valid m′ p′ ∧

∀f1, pa_model m p f1 →((∀f2, pa_model m′ p1 f2 → same_reprs f1 f2) ∧(∀f ′, pa_model m′ p′ f ′ →
∀a b, 0≤a<N → 0≤b<N →(equiv f ′ a b ↔(equiv f1 a b ∨ ((equiv f1 a x ∧ equiv f1 b y) ∨(equiv f1 b x ∧ equiv f1 a y)))))) }}}.La post
ondition relativement 
omplexe traduit plusieurs propriétés : d'une part la persistan
e dela stru
ture initiale (elle est toujours valide dans la nouvelle mémoire et dé�nit le même ensemblede représentants) ; d'autre part la validité de la nouvelle stru
ture ; en�n, la propriété fon
tionnelleproprement dite, à savoir que union réalise bien l'union des 
lasses repse
tives de x et y. On exprime
e
i en disant que pour tous éléments a et b, a et b sont dans la même 
lasse à l'issue de l'union(fon
tion f ′) si et seulement si ils l'étaient déjà auparavant (fon
tion f1) ou bien a et b étaient tousdeux des éléments des 
lasses initiales de x et y.Au total, la formalisation des tableaux persistants représente 300 lignes de ta
tiques Coq et 
elle dela stru
ture union-�nd 700 lignes, en in
luant à 
haque fois tous les lemmes et dé�nitions auxiliaires.5. Con
lusionNous avons présenté une stru
ture de données persistante pour le problème union-�nd dont lesperforman
es sont 
omparables à 
elle de la version impérative de Tarjan [13℄. Cette solution est13
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onstruite d'une part à partir d'une version persistante de l'algorithme de Tarjan, paramétrée parune stru
ture de tableaux persistants, et d'autre part à l'aide d'une réalisation e�
a
e de tableauxpersistants en suivant une idée de Baker [9, 3℄. Bien que persistantes, 
es deux parties de la solution fontun usage massif d'e�ets de bord. Contrairement aux idées reçues, la persistan
e n'est pas synonyme deprogrammation purement appli
ative (même si d'ex
ellents ouvrages tels que le livre d'Okasaki [11℄se 
ontentent de solutions essentiellement appli
atives). En 
ontrepartie, il est moins fa
ile de se
onvain
re de la 
orre
tion de la solution obtenue, et notamment de son 
ara
tère persistant, et 
'estpourquoi nous avons présenté une preuve formelle de 
orre
tion de 
e 
ode.La version la plus e�
a
e à laquelle nous sommes parvenus utilise en fait des tableaux qui nesont pas 
omplètement persistants. En e�et, il n'est 
orre
t de les utiliser que pour revenir à desversions antérieures (
e qui est l'utilisation typique d'une stru
ture persistante dans un 
ontexte deba
ktra
king). Cette semi-persistan
e a pour l'instant un 
ara
tère dynamique (la donnée est invalidéelorsque l'on revient en arrière) mais il serait plus e�
a
e en
ore de déterminer statiquement l'utilisationli
ite de 
ette semi-persistan
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Union-Find PersistantA. Algorithme de Tarjantype t = { rank : int array; father : int array }let 
reate n ={ rank = Array.
reate n 0;father = Array.init n (fun i → i) }let re
 find_aux f i =if f.(i) == i thenielselet ri = find_aux f f.(i) inf.(i) ← ri;rilet find h x = find_aux h.father xlet union {rank=r; father=f} x y =let rx = find_aux f x inlet ry = find_aux f y inif rx != ry then beginif r.(rx) > r.(ry) thenf.(ry) ← rxelse if r.(rx) < r.(ry) thenf.(rx) ← ryelse beginr.(rx) ← r.(rx) + 1;f.(ry) ← rxendendB. Une modélisation simple des référen
es en CoqModule PM.Parameter t : Set → Set.Parameter find : ∀a, t a → pointer → option a.Parameter add : ∀a, t a → pointer → a → t a.Parameter new : ∀a, t a → pointer.Axiom find_add_eq :
∀a, ∀m:t a, ∀p:pointer, ∀v:a,find (add m p v) p = Some v.Axiom find_add_neq :
∀a, ∀m:t a, ∀p p′:pointer, ∀v:a,~p′=p → find (add m p v) p′ = find m p′.Axiom find_new :
∀a, ∀m:t a, find m (new m) = None.End PM. 15
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